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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ 
ТЕМПЕРАТУРНОГО СОСТОЯНИЯ КЕРАМИЧЕСКОГО ЯДЕРНОГО ТОПЛИВА 
 
Рассматриваются численные методы решения задач теплопроводности: классический метод сеток и метод полудискретизации с 
сеточной дискретизацией в пространственной области исследования температурного состояния керамического ядерного топлива. 
Показано, что применение метода полудискретизации, приводящего к системе обыкновенных дифференциальных уравнений с 
начальными условиями относительно узловых значений искомых величин, имеет ряд преимуществ перед классическим методом 
сеток из-за более широких возможностей выбора схемы интегрирования по времени. 
Ключевые слова: ядерное топливо, нестационарная теплопроводность, переходной процесс, длительность переходного про-
цесса, численное приближенное решение, метод сеток, метод полудискретизации, численное интегрирование, шаг интегрирования, 
погрешность приближенных решений. 
 
О. В. ЄФІМОВ, Ю. В. РОМАШОВ, Т. О. ЕСИПЕНКО, Д. О. ЧІБІСОВ 
ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ДЛЯ ВИВЧЕННЯ 
ТЕМПЕРАТУРНОГО СТАНУ КЕРАМІЧНОГО ЯДЕРНОГО ПАЛИВА 
 
Розглядаються чисельні методи розв'язання задач теплопровідності: класичний метод сіток і метод напівдискретизації з сітковою 
дискретизацією в просторовій області дослідження температурного стану керамічного ядерного палива. Показано, що застосування 
методу напівдискретизації, що приводить до системи звичайних диференціальних рівнянь з початковими умовами щодо вузлових 
значень шуканих величин, має ряд переваг перед класичним методом сіток через більш широкі можливості вибору схеми інтегру-
вання за часом. 
Ключові слова: ядерне паливо, нестаціонарна теплопровідність, перехідний процес, тривалість перехідного процесу, чисе-
льне наближене рішення, метод сіток, метод напівдискретизації, чисельне інтегрування, крок інтегрування, похибка наближених 
рішень. 
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NUMERICAL METHODS USED FOR THE SOLUTION OF HEAT CONDUCTIVITY 
PROBLEMS TO STUDY THE TEMPERATURE STATE OF CERAMIC NUCLEAR FUEL 
 
The purpose of this research was to study the opportunities of numerical methods used for the solution of heat conductivity problems to study 
the temperature state of ceramic nuclear fuel the specific feature of which is its low heat conductivity. Therefore, this scientific paper gives 
consideration to the two options of the grid method used to solve the problem of nonstationary heat conductivity of the rod made of uranium 
dioxide and the solutions were compared to what was obtained using the method of separation of variables by an accurate analytical solution. 
The computation data show that a classic option of the grid method allows for the derivation of sufficiently accurate solutions, though the 
application of it requires a priori substantiation of the choice of the pitch relation for time and 3D grids; in general it is a very complicated 
mathematical problem. The computations showed that it is convenient to use the method of semi-descritization for the solution of heat con-
ductivity problems to study the temperature state of ceramic nuclear fuel. This method allows us to derive ordinary differential equations 
with initial conditions for node temperature values on the 3D grid that can be solved using highly-efficient numerical methods of stepwise 
integration with the self-selection of the pitch. The investigation data show that it is advisable to use the method of semi-descritization with 
3D grids and numerical time integration using the Merson method to solve heat conductivity problems when studying the temperature state 
of ceramic nuclear fuel in the future. 
Key words: nuclear fuel, nonstationary heat conductivity, transient process, transient process duration, numerical approximation solu-




Закономерности температурного состояния 
керамического ядерного топлива представляют 
большой интерес для разработки новых и совер-
шенствования известных разновидностей такого 
топлива для более эффективного использования в 
ядерных энергетических установках [1–5]. Такие 
закономерности обычно устанавливаются на осно-
ве решений соответствующим образом сформули-
рованных задач теплопроводности. Поскольку 
возможности точных аналитических методов 
ограничены, а более достоверное описание про-
цессов приводит к усложнению математических 
формулировок, решение задач теплопроводности 
для оценки температурного состояния керамиче-
ского ядерного топлива требует более совершен-
ных численных методов. Поэтому данные научные 
исследования, в которых рассматриваются воз-
можности численных сеточных методов решения 
задач теплопроводности для изучения температур-
ного состояния керамического ядерного топлива, 
являются актуальными и представляют значитель-





Характерной особенностью керамического 
ядерного топлива является его низкая теплопро-
водность, которая может приводить к большей 
длительности переходных процессов при измене-
© О. В. Ефимов, Ю. В. Ромашов, Т. А. Есипенко, Д. А. Чибисов, 2018 
 
Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Енергетичні 
та теплотехнічні процеси й устаткування, № 13(1289) 2018 33 
 ISSN 2078-774X (print) 
 
ниях установившегося поля температуры. При 
исследовании таких процессов требуется интегри-
рование соответствующего уравнения теплопро-
водности на отрезке времени, который может ока-
заться намного больше шага интегрирования по 
времени, необходимого для получения прибли-
женного решения приемлемой точности. Целью 
данного исследования является поиск возможно-
сти совершенствования характеристик керамиче-
ского ядерного топлива путем изучения его темпе-
ратурного состояния с помощью численных мето-
дов, а именно: классического метода сеток с по-
стоянным шагом интегрирования по времени и 
метода полудискретизации, в котором имеется 
только пространственная сетка. 
 
Математическая формулировка задачи 
 
Для изучения возможностей различных вари-
антов метода сеток выполним решение задачи не-
стационарной теплопроводности для стержня длиной 
l , изготовленного из диоксида урана, которая 
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TTtT , (3) 
где x  – координата вдоль оси стержня; 
t  – время; 
( )txT ,  – поле температуры; 
a  – коэффициент температуропроводности 
материала стержня; 
0T – температура стержня в момент времени 
t = 0; 
( )0T  – температура на краю x = 0 стержня. 
Выбор математической модели процесса теп-
лопроводности керамического ядерного топлива в 
виде (1)–(3) связан с тем, что для исследуемой за-
дачи можно при помощи метода разделения пере-
менных [6] получить точное аналитическое реше-
ние, которое имеет следующий вид: 
















−+= , (4) 
где ( ) 212 π−=ϕ kk . 
Сравнение численных приближенных реше-
ний с точным аналитическим решением (4), позво-
лит сопоставить результаты решения задачи не-
стационарной теплопроводности, полученные с 
помощью соответствующих вариантов численных 
методов и сделать заключение об их возможностях 
для исследования процессов теплопроводности в 
керамическом ядерном топливе. В качестве исход-
ных данных для выполнения расчетов используем 
следующие значения: 
см10374,1мм,6,2 26−⋅== al , 
 ( ) K893,K873 00 == TT . (5) 
Числовые значения параметров, указанные в (5), 
отвечают типичным условиям эксплуатации 
наиболее распространенного в настоящее время 
керамического ядерного топлива – диоксида урана 
в реакторах с водой под давлением. 
 
Метод сеток и метод полудискретизации 
 
Применительно к решению задачи теплопро-
водности вида (1)–(3) метод сеток подразумевает 
определение в узлах njxx j ,,2,1, == , где n  – 
число узлов, пространственной сетки в моменты 
времени ,2,1, == itt i  узловых значений темпе-
ратуры ( )ijij txTT ,= . Узлы пространственной 
сетки jx  располагаются с шагом ( )1−=∆ nlx , а 


















Тогда, с учетом начального условия (2) и гранич-
ного условия (3) сразу имеем возможность полу-























Остальные искомые узловые значения температу-
ры определим при помощи метода сеток, как опи-











































41  (9) 
Шаг ∆t следует выбирать в соответствии с из-
вестным для уравнения (1) соотношением [7] сле-
дующего вида: 
 ( )axt 62∆≈∆ . (10) 
Для исходных данных, принятых в виде (5), соот-
ношение (10) приводит к значению с0328,0≅∆t  
при числе узлов 6=n . 
Применительно к рассматриваемой задаче 
теплопроводности вида (1)–(3) метод полу-
дискретизации сводится к определению функций 
времени для узловых значений температуры 
( ) ( )txTtT jj ,= , nj ,,2,1 =  в узлах простран-
ственной сетки путем интегрирования обыкновен-
ных дифференциальных уравнений следующего 
вида: 
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− . (13) 
При этом значения температуры в граничных 
узлах j = 1 и j = n естественно определяются при 
помощи граничных условий следующим образом: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tTtTtTTtT nnn 231134
0
1 , −− −== . (14) 
Для интегрирования обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка с 
начальными условиями (11)–(13) можно использо-
вать различные численные методы [8]. Далее ис-
пользуем метод Мерсона, в котором осуществля-
ется автоматический выбор шага интегрирования 
по заданной допускаемой погрешности интегриро-
вания на шаге. Этот метод хорошо показал себя 
при решении задач теории ползучести [9], в кото-
рых приходится учитывать резкое увеличение ско-
рости процесса ползучести и повреждаемости в 




На рис. 1 представлено сравнение результа-
тов численных приближенных решений, получен-
ных для задачи теплопроводности стержня из ди-
оксида урана в точке x = l методом сеток (2) при 
∆t = 0,03 c; n = 6 и методом полудискретизации (3), 
с точным аналитическим решением (1), получен-
ным методом разделения переменных. Некоторое 
различие между значениями численных и анали-
тических решений на рис. 1 связано с тем, что 
представленные численные решения отвечают 
относительно небольшому числу n узлов про-
странственной сетки. За счет достаточно большого 
числа n узлов сетки можно получать численные 
приближенные решения задачи теплопроводности 
требуемой точности мало отличающиеся от точно-
го аналитического решения (1), что подтверждено 
соответствующими расчетами. Однако увеличение 
числа n узлов пространственной сетки приводит к 
уменьшению шага ∆x сетки и, как следствие соот-
ношения (10) – к уменьшению шага ∆t по времени 
в методе сеток (7)–(9). В виду малой теплопровод-
ности диоксида урана приходится рассматривать 
температурные поля в течение времени, заметно 
большем шага ∆t, получение которых будет при-
водить к значительным объемам вычислений и, 
как следствие – к накоплению вычислительных 
погрешностей. В то же время применение метода 
Мерсона для интегрирования обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, получаемых методом 
полу-дискретизации с начальными условиями 
(11)–(13) относительно узловых значений темпе-
ратуры, позволяет автоматически выбирать шаг в 
процессе интегрирования по времени и за счет 
этого получать более точные решения, как показа-
но на рис. 1. 
 
 
Рис. 1 – Решения задачи теплопроводности стерж-
ня из диоксида урана в точке x = l, полученные 
разными методами: 
1 – аналитическое решение методом разделения 
переменных; 2 –  решение классическим методом 
сеток; 3 – решение методом полу-дискретизации с 
интегрированием по времени методом Мерсона 
 
Преимущества метода полудискретизации и 
метода Мерсона (11)–(13) проявляются более ярко 
при получении приближенных решений, отвеча-
ющих моментам времени tt ∆>> , что требует 
большего числа шагов в классическом методе се-
ток (7)–(9), особенно при большом числе узлов 
пространственной сетки, необходимом для полу-
чения решения с требуемой высокой точностью. 
Действительно, как показывают результаты расче-
тов, представленные на рис. 1, где маркеры отве-
чают значению температуры в точке x = l на шагах 
интегрирования по времени, интегрирование диф-
ференциальных уравнений (11)–(13) методом 
Мерсона позволяет получить более точное при-
ближенное решение за меньшее число шагов, чем 




Исследования показали, что метод полу-
дискретизации с пространственными сетками и 
интегрированием по времени с автоматическим 
шагом интегрирования представляет более эффек-
тивный, чем классический метод сеток, подход к 
решению задач теплопроводности для исследова-
ния температурного состояния в керамическом 
ядерном топливе. За счет автоматического выбора 
шага интегрирования по времени обеспечивается 
более высокая точность получаемых решений, а 
также возможность получения приближенного 
решения за меньшее число шагов. Эти преимуще-
ства особенно важны при исследовании темпера-
турного состояния керамического ядерного топли-
ва, имеющего очень низкую теплопроводность. В 
дальнейших исследованиях температурного состо-
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яния керамического ядерного топлива предполага-
ется использовать метод полу-дискретизации с 
интегрированием по времени методом Мерсона. 
При этом планируется рассмотреть более сложные 
математические формулировки задачи теплопро-
водности керамического ядерного топлива, в кото-
рых предполагается учитывать цилиндрическую 
форму топливных таблеток, температурные зави-
симости теплофизических характеристик керами-
ческого ядерного топлива. Также предполагается 
рассмотреть более сложные граничные условия в 
задачах теплопроводности керамического ядерно-
го топлива, учитывающие наличие газового 
наполнителя, разделяющего топливо и оболочку 
твэла, а также влияние на температурное состоя-
ние топлива процессов теплопроводности оболоч-
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